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Lekcije iz Matematike 1.

6. Linearni sustavi i njihovo rjeSavanje

I. Naslov i objasnjenje naslova

U lekciji se obradjuje linearni sustav, njegov matri¢ni zapis i rjesavanje
pomocu inverzne matrice (ako je to moguée), Kramerovim pravilom te Gauss-
Jordanovom metodom. Takodjer se obradjuje brz algoritam za odredjivanje
determinante i inverzne matrice.

II. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem

Mnogi se prakticni i teoretski problemi svode na linearne sustave. Naime
veli¢ine koje se razmatraju, u pravilu nisu nezavisne, ve¢ su povezane odred-
jenim jednadzbama. Najjednostavnija, ali vrlo Cesta situacija jest ona kad su
te jednadzbe linearne. Tada svaka bitno nova jednadzba smanjuje stupanj
slobode za 1. Ako veza (broj jednadzba) ima koliko i veli¢ina (nepoznanica),
onda se, u praksi, u pravilu dobiva jedinstveno rjesenje (stupanj slobode
nula), koje se, potom, interpretira kao jedinstveno rjesenje problema.

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati sustav dviju linearnih jednadzba s dvjema nepoz-
nanicama, pojam rjesenja i metode njihova rjesavanja (gradivo iz osnovne i
srednje Skole), te osnovna svojstva matrica i determinanta.

IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Pojam linearnog sustava. Linearni sustav od m jednadzba s n nepoz-
nanica je sustav oblika:
a1171 + a2 + ... + a1, = by



211 + Q99T + ... + A9y T, = bg

Am1T1 + Q2o + ... + Qi Ty, = b

Brojevi a;;,i = 1,2,...,m; 7 = 1,2,...,n 1 by, by, ..., by, Zovu se koefici-
jenti, a x1, 9, ..., r, nepoznanice.

Na primjer, za m = 2 i n = 3 dobije se sustav od dviju jednadzba s trima
nepoznanicama:
a1171 + a12%2 + ai3r3 = by
U171 + A22T2 + A2373 = by

Konkretno
Primjer 1.
201 — 3x9 + 423 =5
3x1 —4x9 +dx3 =17

Ako je m = n (tj. ako ima jednako jednadzba kao i nepoznanica), sustav
zovemo kvadratnim n-tog reda:
a111 + a19%s + ... + a1, = by
2171 + A22%o + ... + G2, Ty = by

An1X1 + AnaXo + ... + GpnTn = by,

Na primjer
a1y + 1272 + a13r3 = by
2121 + A2T2 + A23T3 = by
a31 71 + azaTy + azzrs = by
je zapis opceg sustava treceg reda. Konkretno:

Primjer 2.
X1+ X9+ Tz = 4
2£L'1 - 31’2 +4l‘3 =5
3x1 —4x9 4+ dr3 =17



Rjesenje linearnog sustava s n nepoznanica - to je svaka uredjena n-
torka (A1, Ag, ..., \,) koja, ako se uvrsti umjesto nepoznanica (x1, s, ..., T,),
zadovoljava sve jednadzbe sustava. Na primjer, trojka (2,1,1) rjesenje je
sustava iz Primjera 1. jer je:
2:2-3-1+4-1=5 1
3:2—4-14+5-1=T.

Medjutim, i trojka (1, —1,0) je rjeSenje tog sustava jer je
2:1-3-(-1)+4-0=5 1

3-1—4-(-1)+5-0=T.

(taj sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja).

Da je trojka (2,1, 1) rjeSenje sustava pisemo kao (x1, z2, x3) = (2,1,1) ili kao
LL’1:2, 1’2:1, $3:1.

Lako se vidi da je (2,1, 1) jedino (jedinstveno) rjesenje sustava iz Primjera
Opcenito, mogu nastati tri moguénosti:

sustav ima jedinstveno rjesenje.

sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja

sustav nema rjesenja.

w0 =N

Matric¢ni zapis sustava. Ako se koeficijenti uz nepoznanice postave u
matricu sustava, tj. u matricu s m redaka i n stupaca (m x n matricu)

a11 a12 A1n
A= Q21  A22 (57
am1 Am?2 Amn

a slobodni koeficijenti by, by, ..., b,, 1 nepoznanice u jednostupc¢ane matrice

by T

by X2
b= odnosno x =

b, Ty

sustav se kratko moze zapisati u matricnom obliku kao

Ax=Db



Na primjer, sustav iz Primjera 2. moze se zapisati kao

1 1 1 T 4
2 =3 4 Ty | =] 5
3 —4 5 x3 7

Regularni sustav i njegovo rjeSavanje. Kvadratni linearni sustav
zove se regularnim ako mu je matrica sustava regularna, tj. ako ima in-
verznu matricu (determinanta razlicita od nule). Takav sustav ima jedin-
stveno rjesenje koje se moze dobiti prema shemi:

Sustav: Ax = b RjeSenje: x = A~ 'b.

Uocite analogiju s linearnom jednadzbom
ax = b i njenim rjeSenjem = = a~'b, tj. z = g,

samo §to je kod nje uvjet a # 0 (da bismo mogli dijeliti s a), a u linearnom
sustavu det A # 0 (da bi postojala inverzna matrica matrice A).

1 1 1
Primjer 3. U primjeru 2, matrica sustavaje A= | 2 —3 4 |. Dobije
3 —4 5
1 -9 7
sedet A=4iA1t=3]2 2 =2
1 7 =5
sustav je regularan i rjeenje mu je (prema formuli x = A~'b)
T 1 1 -9 7 4 2
o | ==2 2 =2 5 =11
] Y17 5|7 1

Dakle, z; = 2, x5 =1, x3 = 1, kako smo i prije dobili.

Rjesavanje regularnog sustava Kramerovim pravilom. Regularni
sustav moze se rijesiti i tzv. Kramerovim pravilom (koje je samo raspisana
varijanta metode pomocu inverzne matrice). Kako se to pravilo, iako vrijedi
opéenito, koristi ponajvise za rjesavanje sustava 2-gog i 3-eg reda (jer je za
sustave veceg reda zamorno), objasnit ¢emo ga na konkretnom, veé¢ vidjenom
primjeru sustava 3-g reda.



Primjer 4. Rijesimo Kramerovim pravilom sustav
T+ 29 +a3=4
21’1 — 31’2 +4ZL’3 =5
3$1 — 41’2 + 51’3 =7

Veé smo vidjeli da je determinanta sustava D = 4.
Treba jos izracunati determinante Dy, Do, D3 tako da u determinanti sustava
redom zamjenjujemo prvi, drugi, odnosno trec¢i stupac sa stupcem slobodnih
koeficijenata.

4 1 1
Di=|5 -3 4|=8
7 -4 5
1 4 1
Dy=|2 5 4|=4
3 7 5
1 1 4
Dy=|2 -3 5|=4
3 4 7
Sad je, prema Kramerovu pravilu:
D, 8
= — = — 2
17D Ty
D4
S B
D; 4 ]
X = —_——= - =
T D 4

kako smo i prije dobili.

Gauss-Jordanova metoda - to je u biti metoda suprotnih koeficijenata
(koja se obradjuje veé¢ u osnovnoj skoli), samo $to se ne pisu jednadzbe veé se
vrse tzv. elementarne operacije - transformacije na koeficijentima sus-
tava, odnosno redcima. Metodu ¢emo objasniti na veé¢ rjeSavanom primjeru
(napomenimo da je ova metoda pogodna za sve, a ne samo za kvadratne



sustave).

Primjer 5. Gauss-Jordanovom metodom rijesimo sustav
T —f- T —|— T3 = 4
21‘1 — 31’2 +4I‘3 =5
3x1 —4x9 +dr3 =17

1 1 1 | 4
2 =3 4 | 5 | ~ napisali smo sve koeficijente, slobodne odvojili
'3 -4 5 | 7
11 1 | 4 ]
0 =5 2 | =3 | ~ prvujedn. mnozili smo s —2 i dodali drugoj
'3 -4 5 | 7
11 1 | 4 ]
0 =5 2 | =3 | ~ prvujedn. mnozili smo s —3 i dodali trecoj
0 -7 2 | —5
11 1 | 4 ]
0 2 0 | 2 |~ oddruge smo oduzeli treéu
0 -7 2 | —5 |
11 1 | 4]
0 1 0 | 1 |~ drugusmo podijelili s 2
0 -7 2 | =5 |
1 1 1 | 4]
0 1 0 | 1|~ drugusmo podijelili s 2
00 2 | 2|
1 1 1 | 4]
0 1 0 | 1| treéusmo podijelili s 2
00 1 | 1]

Do ovog mjesta postupak se obi¢no zove Gaussova metoda; prepoznajemo
ga po tome sto smo u prvom dijelu matrice dosli do gornje trokutaste matrice
s jedinicama na dijagonali; njome smo pocetni sustav sveli na
T+ 29+ a3 =4
0'$1+$2+0'$3:1
0'I1+0'$2+ZE3:1
tj. 2o = x3 =11 21 + 22 + 3 = 4, odakle dobijemo x; = 2, kako smo i prije
imali. Taj nastavak rjesavanja katkad je zgodno zapisivati kao i u Gaussovu
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postupku, samo sto sad idemo od najdonjeg reda prema gore i to se zove
Jordanova metoda, a sve skupa Gauss-Jordanova. Pokazimo taj nastavak na
ovom primjeru (startamo tamo gdje smo stali):

~ od prve smo oduzeli tre¢u

— O O
OO = O O

— N = =W

od prve smo oduzeli drugu

0 0 1 | |
Sad izravno ¢itamo xy = 2,9 = 1,23 = 1.

—_

Primjer 6. Gauss-Jordanovom metodom rijesimo sustav
2.1}1 - 31’2 +4ZE3 =5
3£L'1 — 41’2 + 51‘3 =7
Ty — To + T3 = 2

Da bismo na pocetku imali 1 ($to je pogodno), treé¢u jednadzbu stavimo
na prvo mjesto. Vidimo da smo dobili sustav koji se samo za jedan predznak
razlikuje od prethodnog. Vidjet ¢emo da taj sustav ima beskona¢no mnogo
rjeSenja. Postupak ¢emo ubrzati tako da ¢emo, kad to bude zgodno, obaviti
vise elementarnih operacija

1 -1 1 | 2
2 -3 4 | 5|~

'3 -4 5 | 7

1 -1 1 | 2]
0 —1 2 | 1 | ~ oddrugesmo oduzeli 2 prve, a od treée 3 prve;
0 -1 2 | 1

Dobili smo istu drugu i treéu jednadzbu, tako da treéu mozemo odbaciti, pa
od sad imamo samo dva redka

1 -1 1 | 2 o

[ 0 1 -2 | -1 ] ~ drugu smo mnozili s —1
1 0o -1 ] 1 ' .

[ 01 -2 | -1 ] ~ drugu smo dodali prvoj



Sad stajemo jer smo dosli do jediniéne 2 x 2 matrice na lijevom dijelu i
o¢itavamo skup rjesenja ovako (u ovisnosti o z3):
T = 1+ Z3

To = —1 —I— 21‘3.
x3 mozemo birati po volji. Na primjer
Za x3 = 0 dobijemo 1 =1, 9 = —1,

Za xr3 = 1 dobijemo x1 = 2, x5 = 1,

Za x3 = % dobijemo x; = %, xo = 0, itd.

Uocite da smo tako rijesili i sustav iz Primjera 1. U ovom slucaju (kad jednu
nepoznanicu biramo po volji) kazemo da je skup rjesenja jednodimenzionalan.

Algoritam za racunanje determinante Pomocu elementarnih op-
eracija na redcima moze se odrediti determinanta; ta je metoda, opcéenito,
neusporedivo brza od one s razvojem po stupcu ili redku. Od postupka u
Gauss-Jordanovoj metodi razlikuje se po tome Sto se pri dijeljenju nekog
retka brojem, taj broj treba izluciti i Sto se pri zamjeni mjesta dvaju redaka,
mijenja predznak.

1 1 1
Primjer 7. Odredimo determinantu matrice A= | 2 -3 4
3 —4 5
Veé¢ smo vidjeli da je det A = 4. Sad ¢emo to dobiti ovom metodom.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4|=|0 =5 2|=10 =5 2|=]0 2 O0]|=
3 —4 5 3 —4 5 0 -7 2 0 -7 2
1 1 1 1 1 1
200 1 0|=2/01 0]=2-2=4
0 -7 2 0 0 2

Metoda za odredjivanje inverza matrice. Pomocu elementarnih op-
eracija na redcima moze se odrediti inverz matrice; ta je metoda, opcenito,
neusporedivo brza od one s adjungiranom matricom. Od postupka u Gauss-
Jordanovoj metodi razlikuje se po tome Sto nema zamjene redaka.

Opis metode. Do matrice dodamo jedinicnu matricu i vrsimo elementarne
operacije na redcima dok se jedini¢na matrica ne pojavi na lijevoj strani.
Tada je inverz matrice na desnoj.



11 1
Primjer 8. Odredimo inverz matrice A= | 2 -3 4
3 —4 5
Inverz smo veé racunali; sad ¢emo to obaviti ovom metodom. Postupak
¢emo ponegdje ubrzati.

1 1 1] 100

2 -3 4 ] 01 0] ~
'3 -4 5 | 0 01

1 1 1 ] 1 0 0

0 -5 2 | =2 1 0| ~
0 -7 2 | =3 01

1 1 1 ] 1 0 0

o 2 0] 1 1 —-1]| ~
0 -7 2 | =3 0 1

1 1 1] 1 0 0

0 1 0| L L -il~
0 -7 2 | =3 0 1
11 1 ] 1 0 0 ]
010 ] 3 L+ -1~
002 | 1 F ]
11 1 ] 1 0 0 ]
010 | 3 &+ -1 |~
(000 1 [ 5 § -]
(100 | § -5 1

0 1 0 | % % —% ~ od prvog smo oduzeli i drugi i treci
001 | 1 & 3

redak.

Sad stajemo jer smo na lijevoj strani dobili jedini¢cnu matricu; inverznu
matricu oc¢itavamo na desnoj strani. Vidimo da je, kao i prije:

9 7
it B 1| 9T
Al=|35 3 -1 |=>-12 2 =2
I

4 4 4



V. Pitanja i zadaci

1. Sustav zapiSite matri¢no:
T+ T3 = 4
21‘1 — 31’2 =3
3x1 —4x9 4+ dr3 =6
Je li sustav regularan?

Uputa. Sustav je regularan jer je determinanta matrice sustava —14 sto
je razli¢ito od nule.

2. (i) Kojim se obradjivanim metodama moze rjesavati sustav
LL’1+2I2+3$3:4
2.1}1 - 31’2 +4£L’3 =5
31 — X9+ Taxz3 =97
(ii) Koliko sustav ima rjesenja.

Uputa. (i) Samo Gauss-Jordanovom metodom (jer sustav nije regularan
- determinante matrice sustava je nula).
(ii) Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja (skup rjesenja je jednodimenzion-
alan - jednu nepoznanicu mozemo birati po volji).
Naime, treca jednadzba dobije se zbrajanjem prve i druge, pa se moze izostaviti.
Isto se dobije Gauss-Jordanovom metodom - trec¢i redak postaje nula.

3. Koliko rjesenja ima sustav
Ty — 219+ 323 =4
201 — 4x9 4+ 623 =8
—3x1 + 629 — 93 = —127

Uputa. Beskona¢no mnogo. Skup rjesenja je dvodimenzionalan (dva
rjesenja biramo po volji). Naime, druga se jednadzba dobije iz prve mnozenjem
s 2, a tre¢a mnozenjem s —3, pa se mogu izostaviti. Na primjer, za zo =
x3 = 0, iz pove jednadzbe dobijemo z; = 4; pripadajuce je rjesenje (4,0, 0),
aza xy =1, 3 =5 dobijemo x; = —9; pripadajuce je rjesenje (—9,1,5) itd.
Isto se dobije Gauss-Jordanovom metodom - drugi i treé¢i redak postaje 0.

4. Koliko rjesenja ima sustav
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T+ 229+ 323 =4
2LE1—3.’172—|—4.T3:5
31’1—$2+7$3:6?

Uputa. Sustav nema rjesenja.
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